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Προηγούµενο Μάθηµα

I Σύγχρονα Κατανεµηµένα Συστήµατα

I Μοντελοποίηση Συστήµατος

I Πρόβληµα Εκλογής Αρχηγού

I Μελέτη ενός κατανεµηµένου αλγόριθµου για ∆ίκτυα ∆ακτυλίου

I Μελέτη ενός κατανεµηµένου αλγόριθµου για Γενικά ∆ίκτυα

Μοντέλο Σύγχρονου ∆ικτύου

I Μία συλλογή υπολογιστικών µονάδων ή ‘επεξεργαστές’

I κάθε επεξεργαστής εκτελεί µόνο µία διεργασία

I Οι µονάδες του συστήµατος είναι συνδεδεµένες µε ένα
σύγχρονο δίκτυο

I Ορίζουµε το σύγχρονο δίκτυο ως ένα κατευθυνόµενο γράφηµα
G = (V , E)

I αποτελείτε από n = |V | κορυφές και m = |E| ακµές

I Υποθέτουµε ότι κάθε κανάλι επικοινωνίας µπορεί να δεχτεί µόνο
ένα µήνυµα τη ϕορά

I τα κανάλια είναι οι ακµές του γραφήµατος

I Θεωρούµε ότι υπάρχει ένα δεδοµένο αλφάβητο M µηνυµάτων

Οι Καταστάσεις των ∆ιεργασιών

I Κάθε διεργασία u ∈ V χαρακτηρίζεται από ένα σύνολο
καταστάσεων statesu

I Ορισµένες τις ονοµάζουµε αρχικές καταστάσεις startu
I Ορισµένες τις ονοµάζουµε καταστάσεις τερµατισµού haltu

I ∆ιαθέτει µια γεννήτρια εξερχόµενων µηνυµάτων
msgsu : statesu × nbrsout

u → M ∪ {null}
I δεδοµένης της τρέχουσας κατάστασης
I δηµιουργεί κάποια µηνύµατα για τις γειτονικές διεργασίες

I ∆ιαθέτει µία συνάρτηση αλλαγής κατάστασης
transu : statesu × (M ∪ {null})nbrsin

u → statesu

I δεδοµένης της τρέχουσας κατάστασης
I τα µηνύµατα που παραλήφθηκαν
I υπολογίζει την επόµενη κατάσταση της διεργασίας



΄Εναρξη εκτέλεσης, Βήµατα και Γύροι

I Αρχικά

I όλες οι διεργασίες ϐρίσκονται σε κάποια αρχική κατάσταση
I όλα τα κανάλια είναι άδεια

I ΄Ολες οι διεργασίες, επαναλαµβάνουν ‘συντονισµένα’ τα
ακόλουθα δύο ϐήµατα :
1o Βήµα

1. Εφαρµογή της γεννήτριας µηνυµάτων
2. Παραγωγή µηνυµάτων για τους εξερχόµενους γείτονες
3. Αποστολή µηνυµάτων µέσω των αντίστοιχων καναλιών

2o Βήµα

1. Εφαρµογή της συνάρτησης αλλαγής κατάστασης
2. ∆ιαγραφή όλων των µηνυµάτων από τα κανάλια.

I Ο συνδυασµός των δύο ϐηµάτων ονοµάζεται γύρος

Μέτρηση πολυπλοκότητας

I Σχεδιασµός Συστήµατος

I Ορισµός Ελάχιστων Απαιτήσεων
I Επιλογή κατάλληλου κατανεµηµένου αλγόριθµου
I Πως µπορούµε να µετρήσουµε την απόδοση;

Χρονική πολυπλοκότητα
Το πλήθος των γύρων που απαιτούνται για να παραχθούν όλες οι
Ϲητούµενες έξοδοι, ή µέχρι να τερµατιστούν όλες οι διεργασίες
(δηλ. να ϐρεθούν σε µια τερµατική κατάσταση).

Πολυπλοκότητα επικοινωνίας
Ο συνολικός αριθµός µη µηδενικών µηνυµάτων (δηλ. δεν
προσµετρούνται τα null µηνύµατα) που αποστέλλονται.

Πρόβληµα Εκλογής Αρχηγού

I Ορισµός Προβλήµατος

I Αδυναµία αντιµετώπισης του προβλήµατος όταν οι διεργασίες δεν
έχουν µοναδικές ταυτότητες

I ∆ίκτυα ∆ακτυλίου

1. Αλγόριθµος των LeLann, Chang και Roberts

I Η χρονική πολυπλοκότητα είναι O(n)
I Η πολυπλοκότητα επικοινωνίας είναι O(n2)

I Γενικά ∆ίκτυα

I Αλγόριθµος FloodMax

I Η χρονική πολυπλοκότητα είναι O (diam(G))
I Η πολυπλοκότητα επικοινωνίας είναι O (diam(G) · m)

Ορισµός Προβλήµατος

΄Ενας αλγόριθµος λύνει το πρόβληµα εκλογής αρχηγού εφόσον πληροί
τις παρακάτω προδιαγραφές:

I ΄Ολες οι καταστάσεις τερµατισµού χωρίζονται σε δύο σύνολα :

1. καταστάσεις που αναδεικνύουν την διεργασία ως ‘εκλεγµένη’
2. καταστάσεις που ϑεωρούν την διεργασία ως ‘µη εκλεγµένη’

I ΄Οταν µια διεργασία εισέρθει σε µία κατάσταση τερµατισµού, η
συνάρτηση αλλαγής κατάστασης ϑα µεταβεί µόνο σε κάποια
κατάσταση του ίδιου συνόλου

I Σε κάθε εκτέλεση του αλγορίθµου :

I µία και µόνο µία διεργασία είναι ‘εκλεγµένη’
I οι άλλες διεργασίες ϐρίσκονται σε κατάσταση ‘µη-εκλεγµένη’



Αδυναµία αντιµετώπισης του προβλήµατος (1)

Παρατηρούµε ότι εάν οι διεργασίες δεν µπορούν να διαχωριστούν
µεταξύ τους, τότε δεν µπορεί να ϐρεθεί κάποιος αλγόριθµος που να
δίνει λύση στο πρόβληµα

Θεώρηµα
΄Εστω ένα σύστηµα A από n διεργασίες συνδεδεµένες µέσω ενός δικτύου
δακτυλίου. Αν όλες οι διεργασίες είναι πανοµοιότυπες και δεν µπορούν να
ξεχωρίσουν η µία την άλλη, τότε κανένας αλγόριθµος δεν µπορεί να λύσει το
πρόβληµα εκλογής αρχηγού για το σύστηµα A.

I Το ϑεώρηµα ισχύει ακόµα και όταν ο συνολικός αριθµός των
διεργασιών n είναι γνωστός σε κάθε διεργασία

I ή το δίκτυο έχει συγκεκριµένες ιδιότητες, π.χ. τα κανάλια είναι
µονής ή διπλής κατεύθυνσης.

Αδυναµία αντιµετώπισης του προβλήµατος (2)

Απόδειξη: Χρησιµοποιούµε την µέθοδο της εις άτοπον απαγωγής

I ΄Εστω αλγόριθµος που λύνει το πρόβληµα για το A
I ΄Εστω ότι κάθε διεργασία έχει µόνο µια αρχική κατάσταση

I ΄Αρα όλες οι διεργασίες ξεκινούν απο την ίδια κατάσταση

Επαγωγικά : τον γύρο r όλες οι διεργασίες ϑα ϐρίσκονται στην ίδια
κατάσταση

I αν κάποια διεργασία ϐρεθεί σε κατάσταση εκλεγµένη

I τότε όλες οι άλλες διεργασίες ϑα έχουν ϐρεθεί σε µια ίδια
κατάσταση

I δεν υπάρχει µια και µόνο µια αρχηγός

Ο Αλγόριθµος των LeLann, Chang και Roberts

Αλγόριθµος LCR

Οι διεργασίες διατηρούν µια µεταβλητή αρχηγός η οποία αρχικά είναι false.

Οι διεργασίες εκπέµπουν την ταυτότητα τους στον δεξιόστροφο γείτονα τους.

Μόλις λάβουν µία ταυτότητα απο τον αριστερόστροφο γείτονα, την συγκρίνουν

µε την δικιά τους. Αν είναι µεγαλύτερη, την προωθούν στον δεξιόστροφο

γείτονα. Αν είναι µικρότερη, δεν κάνουν τίποτα. Αν είναι ίδια, µεταβαίνουν

στην κατάσταση εκλεγµένη ϑέτοντας την µεταβλητή αρχηγός στην τιµή true.

I ∆εν γνωρίζει τον συνολικό αριθµό των διεργασιών

I Υποθέτει ότι οι διεργασίες µπορούν να επικοινωνήσουν µόνο
προς µία κατεύθυνση – δεξιόστροφα

I Βασίζεται σε απλές πράξεις σύγκρισης ταυτοτήτων

I Αποκεντρωτικός αλγόριθµος

Παράδειγµα Εκτέλεσης Αλγόριθµου LCR

I ΄Εστω ένα σύγχρονο κατανεµηµένο
σύστηµα από n = 8 διεργασίες.

I ∆ίκτυο δακτυλίου
I Οι διεργασίες είναι αριθµηµένες από 1

έως 8 δεξιόστροφα

I Οι διεργασίες έχουν µοναδικές ταυτότητες

I ∆εν γνωρίζουν την ταυτότητα των
υπόλοιπων διεργασιών

I Πρώτος Γύρος – αποστολή µηνυµάτων

I ∆εύτερος Γύρος

I Επόµενοι Γύροι

I Εκλογή αρχηγού – διεργασία 2

∆ιεργασίες σε δακτύλιο
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Σύνοψη 3ης ∆ιάλεξης

Προηγούµενο Μάθηµα
Προηγούµενο Μάθηµα
Σύγχρονα Κατανεµηµένα Συστήµατα
Εκλογή Αρχηγού

Πρόβληµα Εκλογής Αρχηγού
Κατανεµηµένοι Αλγόριθµοι σε ∆ίκτυα ∆ακτυλίου
Ανώνυµα ∆ίκτυα
Κατανεµηµένοι Αλγόριθµοι σε Γενικά ∆ίκτυα

Σύνοψη Μαθήµατος
Σύνοψη Μαθήµατος
Βιβλιογραφία
Επόµενο Μάθηµα

Ο Αλγόριθµος TimeSlice

Αλγόριθµος TimeSlice

Οι διεργασίες διατηρούν µια µεταβλητή αρχηγός η οποία αρχικά είναι
false, και ένα µετρητή γύρων l, αρχικά 0. Κάθε διεργασία u
λειτουργεί σε ϕάσεις (0, 1, 2, . . .), όπου κάθε ϕάση διαρκεί n γύρους.
Κάθε ϕάση v (που αποτελείται από τους γύρους (v − 1)n + 1, . . . , uv
αποσκοπεί στην περιφορά του µήνυµατος που περιέχει την ταυτότητα
της διεργασίας v .
Αν η διεργασία i υπάρχει, και µέχρι τον γύρο (i − 1)n + 1 δεν έχει
λάβει κάποιο µήνυµα, ϑέτει την µεταβλητή αρχηγός σε true και
στέλνει ένα µήνυµα µε την ταυτότητα της στον δεξιόστροφο γείτονα της.
Κάθε διεργασία που λαµβάνει το µήνυµα, στέλνει το µήνυµα στον
δεξιόστροφο γείτονα της και τερµατίζει.

I Βασίζεται στην γνώση του πλήθους των διεργασιών n

Χαρακτηριστικά του Αλγόριθµου TimeSlice

I Ο αλγόριθµος εκλέγει την διεργασία µε την µικρότερη ταυτότητα
imin

I Καµία διεργασία εκτός της imin δεν είναι σε κατάσταση
‘εκλεγµένη’

I Η διεργασία imin εκλέγεται αρχηγός στο γύρο (imin − 1)n + 1

I Μέχρι τον γύρο (imin − 1)n + 1 και µετά τον γύρο iminn κανένα
µήνυµα δεν ανταλλάσετε

I Ο συνολικός αριθµός µηνυµάτων είναι n

I Η πολυπλοκότητα επικοινωνίας είναι O(n)
I Η χρονική πολυπλοκότητα είναι nimin -- δεν ϕράσεται ακόµα και σε

δακτυλίους σταθερού µεγέθους.



Ο Αλγόριθµος των Hirschberg και Sinclair

Αλγόριθµος HS

Οι διεργασίες διατηρούν µια µεταβλητή αρχηγός η οποία αρχικά είναι
false, και ένα µετρητή ϕάσης l, αρχικά 0. Κάθε διεργασία u
λειτουργεί σε ϕάσεις (0, 1, 2, . . .). Στην αρχή κάθε ϕάσης l, η
διεργασία u στέλνει µηνύµατα που περιέχουν την ταυτότητα της και ένα
µετρητή προς τους δύο γείτονές της. Ο µετρητής στα µηνύµατα τίθεται
στην τιµή 2l . Αν επιστρέψουν και τα δύο αντίγραφα τότε η u συνεχίζει µε
τη ϕάση l + 1. ΄Οταν µια διεργασία λάβει ένα µήνυµα, συγκρίνει την
ταυτότητα του µηνύµατος µε την δικιά τους. Αν είναι µεγαλύτερη, την
προωθεί στον επόµενο γείτονα. Αν είναι µικρότερη, δεν κάνει τίποτα.
Αν είναι ίδια και ο µετριτής είναι ϑετικός, µεταβαίνει στην κατάσταση
εκλεγµένη ϑέτοντας την µεταβλητή αρχηγός στην τιµή true.

Πολυπλοκότητα Επικοινωνίας (1)

Θεώρηµα
Ο αλγόριθµος HS ανταλλάσει O(n log n) µηνύµατα.

Απόδειξη: Στη ϕάση 0 κάθε διεργασία στέλνει την ταυτότητα της προς
τις δύο κατευθύνσεις σε απόσταση 1. Εφόσον τα µηνύµατα δεν
καταστραφούν, επιστρέφουν πίσω στην διεργασία. ΄Αρα στη ϕάση 0
ανταλλάσονται το πολύ 4n µηνύµατα.
Σε κάποια ϕάση l > 0 µια διεργασία στέλνει την ταυτότητα της αν και τα
δύο µηνύµατα επέστρεψαν στη ϕάση l − 1, δηλαδή καµία άλλη
διεργασία σε απόσταση το πολύ 2l−1 δεν είχε µεγαλύτερη ταυτότητα.
Αυτό συνεπάγεται ότι σε οποιαδήποτε οµάδα από 2l−1 + 1
συνεχόµενες διεργασίες το πολύ µία ϑα στείλει την ταυτότητα της στη
ϕάση l.

Πολυπλοκότητα Επικοινωνίας (2)

Συνεπώς το πολύ

⌊
n

2l−1 + 1

⌋

διεργασίες ϑα στείλουν την ταυτότητα τους στη ϕάση l.
΄Αρα στη ϕάση l ανταλλάσονται το πολύ

4

(⌊
n

2l−1 + 1

⌋
× 2l

)
≤ 8n

µηνύµατα.
Ο συνολικός αριθµός των ϕάσεων είναι 1 + dlog ne, οπότε ο συνολικός
αριθµός µηνυµάτων είναι µικρότερος από 8n (1 + dlog ne).

Χρονική Πολυπλοκότητα

Θεώρηµα
Ο αλγόριθµος HS απαιτεί O(n) γύρους.

Απόδειξη: Για κάθε ϕάση l απαιτούνται 2l+1 γύροι για τις ταυτότητες να
διασχύσουν όλο το δακτύλιο και να επιστρέψουν. Εξαιρείται η τελευταία
ϕάση που χρειάζεται ακριβώς n γύρους µέχρι την ανακήρυξη του
αρχηγού. ΄Αρα ο συνολικός αριθµός γύρων που απαιτούνται για τον HS
είναι

dlog ne−1∑

l=0

2l+1 + n = 2dlog ne+1 − 2 + n < 5n



Ανώνυµα ∆ίκτυα – ΄Υπαρξη συµµετρίας στο δίκτυο

I Επανεξεταζουµε την περίπτωση όπου οι διεργασίες δεν έχουν
ταυτότητες

I ∆ιακρίνουµε την ύπαρξη µιας συµµετρίας στο δίκτυο

I Αναφέρεται επίσης ώς το πρόβληµα διάσπασης της συµµετρίας

I Ο αλγόριθµος των Itai & Rodeh λύνει το πρόβληµα

I Βασίζεται στον αλγόριθµο LCR
I Βασική διαφορά: οι διεργασίες δεν έχουν µοναδική ταυτότητα

I Κάθε διεργασία διαλέγει τυχαία µια ταυτότητα από το σύνολο
{1, . . . , n}

I Ψάχνουµε να ϐρούµε την διεργασία µε την µεγαλύτερη ταυτότητα

I Αν διαπιστώσουµε ότι η µεγαλύτερη ταυτότητα δεν είναι µοναδική
επαναλαµβάνουµε την διαδικασία

Αποφυγή Αδιεξόδου

I Καµία διεργασία δεν µπορεί να αποφασίσει µονοµερός να
σταµατήσει

I Πρέπει πρώτα να σιγουρευτεί ότι υπάρχει τουλάχιστον ένας ακόµα
που προσπαθεί να εκλεγεί

I Σε αντίθετη περίπτωση

I ΄Εστω κατάσταση όπου καµία διεργασία δεν ενδιαφέρεται να
εκλεγή αρχηγός

I Ο αλγόριθµος πέφτει σε αδιέξοδο

I Αντιµετωπίζουµε το πρόβληµα ως εξης :

I Σε κάθε ϕάση απενεργοποιούνται όσες διεργασίες καταλαβαίνουν
ότι δεν µπορούν να εκλεγούν

I ΄Εχουν δηλαδή µάθει ότι κάποια άλλη διεργασία είναι ισχυρότερη
υποψήφια

I ∆εν είναι δυνατόν να παραιτηθούν όλες οι διεργασίας µαζί σε µία
ϕάση

Ο Αλγόριθµος των Itai και Rodeh

Αλγόριθµος IR

Οι διεργασίες διατηρούν µια µεταβλητή αρχηγός=false και µια
µεταβλητή ϕάση=0. Σε κάθε ϕάση οι διεργασίες διαλέγουν µια
ταυτότητα από το σύνολο {1, . . . , n} και την στέλνουν στον δεξιόστροφο
γείτονα τους ως εξής : (ϕάση,ταυτότητα,µετριτής,µοναδική). Ο
µετριτής=0 και µοναδική=true. Μόλις λάβουν µία ταυτότητα απο τον
αριστερόστροφο γείτονα, την συγκρίνουν µε την δικιά τους. Αν είναι
µεγαλύτερη, την προωθούν στον δεξιόστροφο γείτονα και αυξάνουν
τον µετριτή. Αν είναι µικρότερη, δεν κάνουν τίποτα. Αν είναι ίδια,
ελέγχουν τον µετριτή: αν είναι µικρότερος από n τότε ϑέτει την λογική
µεταβλιτή µοναδική=false και προωθούν το µήνυµα. Αν µετριτής≥ n
και µοναδική=false τότε διαλέγουν µια νέα ταυτότητα, ϑέτουν
ϕάση++ και επαναλαµβάνουν τον αλγόριθµο. Αλλιώς µεταβαίνουν στην
κατάσταση εκλεγµένη ϑέτοντας την µεταβλητή αρχηγός στην τιµή true.

Χαρακτηριστικά του Αλγόριθµου IR

I Ο αλγόριθµος εξελίσεται σε ϕάσεις

I Κάθε ϕάση διαρκεί O(n) γύρους
I Οι διεργασίες ανταλλάσουν O(n log n) µηνύµατα
I Μπορούµε να δείξουµε ότι ο αριθµός των απαιτούµενων ϕάσεων

για την εκλογή αρχηγού είναι en
n−1

I ∆ηλαδή σταθερός αριθµός ϕάσεων O(1)
I Η χρονική πολυπλοκότητα είναι O(n)
I Η πολυπλοκότητα επικοινωνίας είναι O(n log n)



Πολυπλοκότητα Επικοινωνίας του Αλγόριθµου IR (1)

I Ας εξετάσουµε µια ϕάση του αλγορίθµου

I ΄Εστω p(i, d) η πιθανότητα το µήνυµα της διεργασίας που διάλεξε
ταυτότητα i να ταξιδέψει απόσταση d

p(i, d) =

{
pn−1

i

pd−1
i (1− pi)

if d = n

otherwise

I Μας ενδιαφέρει να υπολογίσουµε την µέση απόσταση D που
ταξιδεύει κάθε µήνυµα

I Αυτό εξαρτάτε από την ταυτότητα i
I Αν i = n τοτε D = n
I διαφορετικά αν i < n τοτε υπολογίζεται ως εξής

Πολυπλοκότητα Επικοινωνίας του Αλγόριθµου IR (2)

D(i) =
n∑

i=1

d · p(i, d)

= n · pn−1
i + (1− pi)

n−1∑

i=1

d · pd−1
i

=
1− npn−1

i + (n− 1)pn
i

1− pi
+ npn−1

i

=
1− pn

i

1− pi
, 1 ≤ i ≤ n

I Κάθε διεργασία έχει πιθανότητα 1
n να διαλέξει σαν ταυτότητα τον

αριθµό i

I Η διεργασία µε ταυτότητα i έχει πιθανότητα i
n να εκλεχθεί αρχηγός

Πολυπλοκότητα Επικοινωνίας του Αλγόριθµου IR (3)

I Οπότε ο µέσος αριθµός µηνυµάτων N σε µία ϕάση ϕράσσεται
από :

N ≤
n∑

i=1

D(i) = n +
n−1∑

i=1

1− ( i
n)

n

1− i
n

≤ n +
n−1∑

i=1

1

1− i
n

= n + n
n−1∑

i=1

1

n− 1

= n + n · O(log n)

I ΄Αρα ο αριθµός µηνυµάτων σε µία ϕάση είναι O(n log n)

Ο Αλγόριθµος FloodMax

Αλγόριθµος FloodMax

Οι διεργασίες διατηρούν µια µεταβλητή αρχηγός η οποία αρχικά είναι false

και µια µεταβλητή µέγιστη_ταυτότητα µε αρχική τιµή την ταυτότητα της

διεργασίας. Σε κάθε γύρο, οι διεργασίες εκπέµπουν την µέγιστη_ταυτότητα σε

όλους τους γείτονες. Μόλις λάβουν µία ταυτότητα απο κάποιον γείτονα, την

συγκρίνουν µε την µέγιστη_ταυτότητα. Αν είναι µεγαλύτερη, ϑέτουν την

µεταβλητή στην νέα τιµή. Μετά απο δ γύρους, αν η µεταβλητή ισούται µε την

ταυτότητα της διεργασίας, η διεργασία µεταβαίνει στην κατάσταση εκλεγµένη

ϑέτοντας την µεταβλητή αρχηγός στην τιµή true.

I ∆εν γνωρίζουν το πλήθος των διεργασιών (n)

I Γνωρίζουν την διάµετρο του γραφήµατος δ = diam(G)

I Βασίζεται σε απλές πράξεις σύγκρισης ταυτοτήτων



Παράδειγµα Εκτέλεσης Αλγόριθµου FloodMax

I ΄Εστω ένα σύγχρονο κατανεµηµένο
σύστηµα από n = 8 διεργασίες.

I Γενικό δίκτυο δ = 3
I Οι διεργασίες είναι αριθµηµένες από 1

έως 8

I Οι διεργασίες έχουν µοναδικές ταυτότητες

I ∆εν γνωρίζουν την ταυτότητα των
υπόλοιπων διεργασιών

I Πρώτος Γύρος – αποστολή µηνυµάτων

I ∆εύτερος Γύρος

I Εκλογή αρχηγού – διεργασία 2

∆ιεργασίες σε δακτύλιο
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Παράδειγµα Εκτέλεσης Αλγόριθµου FloodMax

I ΄Εστω ένα σύγχρονο κατανεµηµένο
σύστηµα από n = 8 διεργασίες.

I Γενικό δίκτυο δ = 3
I Οι διεργασίες είναι αριθµηµένες από 1

έως 8
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∆ιεργασίες σε δακτύλιο

Χαρακτηριστικά του Αλγόριθµου FloodMax

΄Εστω n διεργασίες και m κανάλια, όπου η διεργασία µε τη µεγαλύτερη
ταυτότητα είναι η imax

I Η διεργασία imax εκλέγεται αρχηγός στο τέλος του γύρου δ

I Καµία διεργασία εκτός της imax δεν είναι σε κατάσταση
‘εκλεγµένη’

I Η χρονική πολυπλοκότητα είναι O (diam(G))

I Η πολυπλοκότητα επικοινωνίας είναι O (diam(G) ·m)

Απόδειξη Ορθότητας

Θεώρηµα
Στον αλγόριθµο FloodMax η διεργασία imax εκλέγεται αρχηγός στο τέλος του
γύρου δ

Απόδειξη: Αρκεί να δείξουµε ότι µετά απο δ γύρους, η µεταβλιτή
αρχηγόςimax = true.
Παρατηρούµε ότι µετά από r γύρους, η ταυτότητα της imax έχει ‘φτάσει΄
όλες τις διεργασίες που ϐρίσκονται σε απόσταση r από την imax .
Εποµένως, στο τέλος του γύρου δ κάθε διεργασία ϑα έχει λάβει την
ταυτότητα της imax .
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