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Βασικοί Ορισµοί

∆υαδικός Τελεστής (Binary Operator): σε κάθε ζεύγος από το S αντιστοιχίζει 

ένα στοιχείο του   S = set, σύνολο

Συνηθισµένα Αξιώµατα (α, β, γ, 0)∈S, ⊗, • δυαδικοί τελεστές :

1. Κλειστότητα ως προς δυαδικό τελεστή: α ⊗ β ∈S

2. Προσεταιριστικός Νόµος: (α ⊗ β) ⊗ γ= α ⊗ (β ⊗ γ)

3. Αντιµεταθετικός Νόµος: α ⊗ β= β ⊗ α

4. Ουδέτερο Στοιχείο: α ⊗ 0= 0 ⊗ α=α

5. Αντίστροφο: α ⊗ α΄=0

6. Επιµεριστικός Νόµος: α•(β ⊗ γ)=(α • β) ⊗ (α • γ)
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Αξιωµατικός Ορισµός Άλγεβρας Boole

Άλγεβρα Boole: είναι µία αλγεβρική δοµή πάνω σε ένα σύνολο στοιχείων B µαζί 

µε τους δυαδικούς τελεστές +, •, αρκεί να ικανοποιούνται τα παρακάτω 

αξιώµατα (Huntigton) :

1. Κλειστή ως προς τους τελεστές  +, • : α +β ∈B   α • β ∈B

2. Αντιµεταθετική ως προς +, • : α + β= β + α, α • β= β • α

3. Ουδέτερο Στοιχείο 0(+), 1(•): α + 0= α, α • 1= α

4. Συµπλήρωµα ως προς +, • : α + α΄=1, α • α΄=0

5. Επιµεριστική ως προς +, • : α+(β•γ)=(α + β) • (α + γ), α •(β+γ)=(α•β)+(α• γ)

6. Υπάρχουν τουλάχιστον δύο στοιχεία α,β ∈ B µε α≠β.
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∆ιαφορές µε συνήθη Άλγεβρα

1. Τα αξιώµατα Huntigton δεν περιλαµβάνουν τον προσεταιριστικό νόµο που 
όµως αποδεικνύεται ότι ισχύει.

2. Ο επιµεριστικός νόµος του + ως προς τον • ισχύει για την άλγεβρα Boole
αλλά όχι για την συνήθη άλγεβρα.

3. Η άλγεβρα Boole δεν έχει προσθετικά ή πολλαπλασιαστικά αντίστροφα άρα 
δεν υπάρχει αφαίρεση - διαίρεση.

4. Το συµπλήρωµα δεν υπάρχει στην συνήθη άλγεβρα.

5. Η συνήθης άλγεβρα ασχολείται µε το απειροσύνολο των πραγµατικών. Η 
Boole έχει δύο στοιχεία, τα 0, 1.

Ανάλογα µε την επιλογή των στοιχείων του Β και των κανόνων λειτουργίας των 
τελεστών µπορούµε να σχηµατίσουµε πολλές άλγεβρες Boole.
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Η δίτιµη άλγεβρα Boole (1)
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Η δίτιµη άλγεβρα Boole(2)

B={0, 1}1. Η κλειστότητα προφανώς ισχύει.

2. Τα ουδέτερα στοιχεία είναι 0 για το + και 1 για το • : (0+0=0, 
0+1=1+0=1) και (1 • 1=1, 1 • 0=0 • 1=0 )

3. Οι αντιµεταθετικοί νόµοι είναι προφανείς από την συµµετρία.

4. Ο επιµεριστικός νόµος φαίνεται από τον πίνακα

5. Από τον πίνακα συµπληρώµατος έχουµε x+x΄=1: 0+0΄=0+1=1, 
1+1΄=1+0=1 και x • x΄=0: 0 • 0΄=0 • 1=0, 1 • 1΄=1 • 0=0

6. Η άλγεβρα έχει τουλάχιστον 2 στοιχεία αφού 1≠0.

x  y  x΄  x.y x+y

0  0  1 0      0
0  1  1 0      1
1  0  0 0      1
1  1  0 1      1
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Βασικά θεωρήµατα και ιδιότητες
∆υϊσµός: Ότι ισχύει από τα αξιώµατα Huntigton για το + (•) µπορεί να προκύψει από 
το • (+) µε εναλλαγή τελεστών και ουδέτερων στοιχείων. 

Μια αληθής αλγεβρική έκφραση παραµένει αληθής αν εναλλάξω τελεστές και 
ουδέτερα στοιχεία (ΚΑΙ-Η, 0-1)

Προτεραιότητα

Τελεστών

1. Παρενθέσεις
2. Οχι
3. Και
4. Ή

xyxy΄ x΄y

x΄y΄

x y
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OXI  � NOT

KAI �AND 

H � OR
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Παραδείγµατα
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Συµπλήρωµα συνάρτησης

(De Morgan)
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Συναρτήσεις Boole
Συνάρτηση: Έκφραση από δυαδικές µεταβλητές, τους δύο δυαδικούς 
τελεστές, παρενθέσεις και ένα ίσον. 

F1=xyz΄ είναι 1 µόνο αν x=y=1, z=0.

Η F4 είναι ίδια µε την F3 ⇒ Υπάρχουν πολλές εκφράσεις για µια συνάρτηση

F1=xyz΄

F2=x+y΄z

F3=x΄y΄z+x΄yz+xy΄

F4=xy΄+x΄z
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Συναρτήσεις Boole

Εφόσον οι F3, F4 είναι 
ίσες και το κύκλωµα για 
την F4 είναι µικρότερο 
συµφέρει να βρίσκουµε 

τις απλούστερες 
εκφράσεις µε χρήση 

αλγεβρικών 
µετασχηµατισµών 
(ελαχιστοποίηση 

παραγόντων - όρων)
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Κανονικές και Πρότυπες Μορφές
Minterm (Ελαχιστόρος) : Το ΚΑΙ n µεταβλητών στην κανονική ή 
συµπληρωµατική τους µορφή xyzw, x΄yz΄w, xy΄zw.

Maxterm (Μεγιστόρος) : Το Η΄ n µεταβλητών στην κανονική ή 
συµπληρωµατική τους µορφή x+y+z+w, x΄+y+z΄+w, x+y΄+z+w.

Για n µεταβλητές έχουµε 2n ελαχιστόρους και µεγιστόρους. Οι µεταβλητές 
έχουν ανεστραµένες τιµές στους αντίστοιχους ελαχιστόρους / µεγιστόρους
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Κανονικές Μορφές

Κάθε Ελαχιστόρος είναι το συµπλήρωµα του αντίστοιχου Μεγιστόρου και αντίστροφα, 
πχ m0=xyz, M0=x΄+y΄+z΄

Ιδιότητα: Οποιαδήποτε συνάρτηση µπορεί να εκφραστεί ως άθροισµα ελαχιστόρων ή 
γινόµενο µεγιστόρων.

F1=m1+m4+m7 F1΄=m0+m2+m3+m5+m6

F1=x΄y΄z+xy΄z΄+xyz
F1΄=Μ1Μ4Μ7 F1=Μ0Μ2Μ3Μ5Μ6
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Μετατροπή µεταξύ Κανονικών Μορφών
Βήµατα µετατροπής από άθροισµα ελαχιστόρων σε γινόµενο µεγιστόρων:

1. Εκφράζω την F σε άθροισµα ελαχιστόρων. Έστω F(Α,Β,C)=Σ(1,4,5,6,7). 

2. Βρίσκω την F΄=Σ(0,2,3)=m0+m2+m3.

3. Βρίσκω την F΄΄ ως εξής: F΄΄=(m0+m2+m3)΄= m0΄m2΄m3΄=Μ0Μ2Μ3=Π(0,2,3)

F(x,y,z)=Σ(1,3,6,7)

Π(x,y,z)=Π(0,2,4,5)

Πρότυπες Μορφές: Το γινόµενο 
αθροισµάτων και το άθροισµα γινοµένων 
χωρίς την απαίτηση σε κάθε παράγοντα 

να είναι όλοι οι όροι.
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Άλλες Λογικές Πράξεις
Υπάρχουν (22)n διαφορετικές συναρτήσεις n δυαδικών µεταβλητών. 

Για n=2 έχουµε 16 διαφορετικές συναρτήσεις Boole. 

Οι AND και OR είναι απλά 2 από τις 16.

Κατηγορίες Συναρτήσεων:
1. ∆υο σταθερές 0, 1,.
2. Τέσσερις unary συµπληρώµατος/µεταφοράς
3. ∆έκα συναρτήσεις µε δυαδικούς τελεστές.
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Άλλες Λογικές Πράξεις
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Ψηφιακές Λογικές Πύλες
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Ψηφιακές Λογικές Πύλες
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Επέκταση σε περισσότερες Εισόδους
Οι πύλες εκτός από αντιστρ./αποµων. µπορούν να επεκταθούν σε περισσότερες από δύο 
εισόδους. Βασική προϋπόθεση να είναι αντιµεταθετικές-επιµεριστικές.

Η πράξεις ΌΧΙ-ΚΑΙ και ΟΥΤΕ είναι αντιµεταθετικές αλλά όχι επιµεριστικές. Για αυτό 
τις ορίζω ως: x↓y↓z=(x+y+z)΄, x↑y↑z=(xyz)΄

Οι πύλες Αποκλειστικό Ή µε περισσότερες από δύο εισόδους είναι σπάνιες 
κατασκευαστικά (πύλες 2 εισόδων σε σειρά).
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Ολοκληρωµένα Κυκλώµατα

Chips

Επίπεδα Ολοκλήρωσης

Μικρής Κλίµακας SSI: 10 πύλες / chip
Μεσαίας Κλίµακας MSI: 10-100 πύλες / chip

Μεγάλης Κλίµακας LSI: 100 - µερικές χιλάδες πύλες / chip
Πολύ Μεγάλης Κλίµακας VLSI: <1.000.000 πύλες / chip

Πάρα Πολύ Μεγάλης Κλίµακας ULSI: >1.000.000 πύλες / chip

Συλλογή από πύλες διασυνδεδεµένες στο κύκλωµα

Κεραµικό ή πλαστικό περίβληµα 

Ακροδέκτες (pins)

Οικογένειες
Chips

TTL Transistor-Transistor Logic: Πρότυπη Λογική Οικογ.

ECL Emitter-Coupled Logic: Υψηλή Ταχύτητα Λειτουργίας. 

MOS Metal Oxide Semiconductor: Υψηλή Πυκνότητα.

CMOS Complementary MOS: Χαµηλή Κατανάλωση.
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Ολοκληρωµένα Κυκλώµατα

Χαρακτηριστικά

Ικανότητα Οδήγησης

Κατανάλωση Ισχύος

Καθυστέρηση ∆ιάδοσης

Περιθώριο Θορύβου
1 2 3 4 5 6

12 11 10 9 8 7

TTL 5400: Πλατιά ζώνη θερµοκρασιών (Στρατιωτική Χρήση)

ΤTL 7400: Βιοµηχανικές εφαρµογές
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Ολοκληρωµένα Κυκλώµατα



∆υαδικά Συστήµατα 25

∆υαδικά Συστήµατα 26


