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Η Μέθοδος του Χάρτη

H Αλγεβρική Έκφραση µίας συνάρτησης δεν είναι µοναδική. Στόχος η εύρεση 

της µικρότερης. Απαιτείται συστηµατική µέθοδος.
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Κώδικας Gray

Κάθε δύο γειτονικά τετράγωνα διαφέρουν σε µία µεταβλητή (κανονική/ συµπληρ.)

∆ιαγραφή µεταβλητής και απλοποίηση αθροίσµατος
Πχ. m5+m7 = xy΄z+xyz = xz(y΄+y) = xz
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F(x,y,z)=Σ(2,3,4,5) F(x,y,z)=x΄y+xy΄
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Χάρτης Τεσσάρων Μεταβλητών

Κάθε 2n γειτονικά τετράγωνα διαφέρουν σε n µεταβλητές

Η πάνω ακµή ακουµπάει στην κάτω και η δεξιά στην αριστερή (γειτονικότητα)
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F(w,x,y,z)=Σ(0, 1, 2, 4, 5, 6, 8, 9, 12, 13, 14)

F(w,x,y,z)=y΄+w΄z΄+xz΄
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Prime Implicants

Prime Implicant: ένα γινόµενο παραγόντων που σχηµατίζεται συνδυάζοντας τον 
µεγαλύτερο δυνατό αριθµό γειτονικών τετραγώνων.

Ουσιώδης Prime Implicant: όταν καλύπτει ένα ελαχιστόρο που δεν καλύπτει 
κανένας άλλος prime implicant
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F(A, B, C, D)=Σ(0, 2, 3, 5, 7, 8, 9, 10, 11, 13, 15)
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Ουσ. PI: BD, B΄D΄
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PI: CD, B΄C, AD, AB΄

m3: CD, B΄C

m9: AD, AB΄

m11: CD, B΄C, AD, AB΄

F=(BD+B΄D΄)+

(CD+AD) or (CD + AB΄) or 
(B΄C+ AD) or (B΄C+AB΄)
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Χάρτης 5 µεταβλητών
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Απλοποίηση Γινοµένων Αθροισµάτων

Φτιάχνουµε τον χάρτη της F, συνδυάζουµε τα 0 για την F΄, αντιστρέφουµε την F΄ 
µε το θεώρηµα De Morgan

F(A,B,C,D)=Σ(1,2,5,8,9,10), F=B΄D΄+B΄C΄+A΄C΄D΄

F΄=AB+CD+BD΄, F=(A΄+B΄)(C΄+D΄)(B΄+D)
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Γινοµένα Αθροισµ./Αθροίσµατα Γινοµένων

x y z F

0 0 0 0  
0 0 1 1  
0 1 0 0 
0 1 1 1 
1 0 0 1 
1 0 1 0 
1 1 0 1 
1 1 1 0

Έστω F(x,y,z)=Π(0,2,5,7)=Μ0Μ2Μ5Μ7=(x+y+z)(x+y΄+z)(x΄+y+z΄)(x΄+y΄+z΄)

Τότε σύµφωνα µε τα γνωστά F=Σ(1,3,4,6)

Η διαδικασία αυτή ισχύει είτε η F δίνεται ως άθροισµα ελαχιστόρων είτε 
ως γινόµενο µεγιστόρων.
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F=x΄z+xz΄

F΄=xz+x΄z΄ ή F=(x΄+z΄)(x+z)
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Άσσοι: ελαχιστόροι

Μηδενικά: µεγιστόροι
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Υλοποίηση µε πύλες Όχι-Και & Ούτε
Οι πύλες Όχι-Και & Ούτε χρησιµοποιούνται πολύ συχνότερα από τις Και, Ή γιατί

κατασκευάζονται ευκολότερα. 
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Υλοποίηση µε πύλες Όχι-Και

Πρέπει η F να είναι απλοποιηµένη σε άθροισµα γινοµένων.

1. Απλοποιούµε την συνάρτηση σε άθροισµα 
γινοµένων

2. Σχεδιάζουµε µια πύλη ΟΧΙ-ΚΑΙ για κάθε όρο 
γινοµένου µε >1 παράγοντες

3. Σχεδιάζουµε µία πύλη ΟΧΙ-ΚΑΙ στο δεύτερο 
επίπεδο

4. Όροι µε έναν παράγοντα χρησιµοποιούν 
αντιστροφέα

Παράδειγµα. Υλοποίηση της 
συνάρτησης F=AB+CD+E µε πύλες 
ΌΧΙ-ΚΑΙ
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Υλοποίηση µε πύλες ΟΥΤΕ

Πρέπει η F να είναι απλοποιηµένη σε γινόµενο αθροισµάτων.

Η συνάρτηση ΟΥΤΕ είναι το δυϊκό της ΌΧΙ-ΚΑΙ και άρα οι κανόνες µετατροπής 
είναι δυϊκοί
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Άλλες ∆ιεπίπεδες Υλοποιήσεις

Όλες οι δυνατές λογικές πράξεις είναι οι ΚΑΙ, Η, ΌΧΙ-ΚΑΙ, ΟΥΤΕ. Άρα 
έχουµε 16 δι-επίπεδες υλοποίησεις, οι 8 εκφυλισµένες:

ΚΑΙ-Η Η-ΚΑΙ

ΌΧΙ ΚΑΙ-ΌΧΙ ΚΑΙ ΟΥΤΕ-ΟΥΤΕ

ΟΥΤΕ-Η ΌΧΙ ΚΑΙ-ΚΑΙ

Η-ΌΧΙ ΚΑΙ ΚΑΙ-ΟΥΤΕ
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ΚΑΙ-ΟΥΤΕ ⇒ ΌΧΙ ΚΑΙ-ΚΑΙ
ΚΑΙ-ΟΥΤΕ ⇒ ΌΧΙ ΚΑΙ-ΚΑΙ: F=(AB+CD+E)΄=(ΑΒ)΄(CD)΄E΄

Η-ΌΧΙ ΚΑΙ ⇒ ΟΥΤΕ Η: F=(A+B)(C+D)E)΄=(Α+Β)΄+(C+D)΄+E΄
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Συνθήκες Αδιαφορίας

Συµβολίζονται µε Χ και αντιστοιχούν σε συνδυασµούς εισόδων που δεν 
ορίζονται για µία συνάρτηση.

Π.χ. F(w,x,y,z)=Σ(1,3,7,11,15) µε συνθήκες αδιαφορίας 0,2,5
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F=yz+w΄x΄=Σ(0,1,2,3,7,11,15) F=yz+w΄z= Σ(1,3,5,7,11,15)

Οι αδιάφοροι όροι µπορούν να χρησιµοποιηθούν ως άσσοι ή µηδενικά 
ανάλογα µε την απλοποίηση που οδηγεί στο µικρότερο κύκλωµα
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Μέθοδος Κατάταξης σε Πίνακα

Ο χάρτης είναι βολικός για µικρό αριθµό µεταβλητών (5-6) και βασίζεται 
στην επιλογή µε το µάτι.

Η µέθοδος κατάταξης σε πίνακα είναι αλγοριθµική (βήµατα) και αυτοµατο-
ποιήσιµη για υλοποίηση σε υπολογιστή (Quine-McCluskey).

Βήµατα:

Οµαδοποίηση δυαδικών αναπαρ. ελαχιστόρων µε βάση αριθµό άσσων

Συνδυασµός ελαχιστόρων που διαφέρουν σε µία µόνο µεταβλητή ( 
απαλοιφή της µεταβλητής) και µαρκάρισµα χρησιµοποιηµένων

Οι µη µαρκαρισµένοι συνδυασµοί αποτελούν τους Prime Implicants το 
άθροισµα των οποίων δίνει την ελαχιστοποιηµένη (?) συνάρτηση

Όταν το άθροισµα των Prime Implicants δεν δίνει την ελαχιστοποιηµένη συνάρτηση 
πρέπει να γίνει κατάλληλη επιλογή µε αλγόριθµο. 
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Μέθοδος Κατάταξης σε Πίνακα

F=Σ(0,1,2,8,10,11,14,15)

F=w΄x΄y΄+x΄z΄+wy
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Επιλογή των Prime Implicants

Στόχος: Η επιλογή των ελάχιστων Prime Implicants που 
καλύπτουν όλους τους ελαχιστόρους

Οι Prime Implicants που καλύπτουν ελαχιστόρους που δεν καλύπτονται 
από άλλους ελαχιστόρους ονοµάζονται Oυσιώδεις Prime Implicants και 

πρέπει να συµπεριληφθούν οπωσδήποτε


