
Πρόσθεση/Αφαίρεση

Εφαρµογές της πράξης, 
υλοποίηση και 
βελτιστοποιήσεις

Γκέκας Γεώργιος: 
2423

Μαραγκός 
Παναγιώτης: 
2472

Που χρησιµοποιείται
Όχι µόνο στις αµιγείς αριθµητικές πράξεις της 
πρόσθεσης και αφαίρεσης π.χ. συνηθισµένους 
υπολογισµούς
Είναι παρούσα παντού µέσα στην λειτουργία 
ενός ολοκληρωµένου

Στον καθορισµό της τιµής του program counter π.χ. στα 
διάφορα jumps. ∆ηλαδή προσθέτει ή αφαιρεί από τον PC, 
τόσο όσο χρειάζεται για να µεταβούµε στο σηµείο εκτέλεσης 
που εµείς θέλουµε, διακόπτοντας την φυσιολογική ροή του 
προγράµµατος.
Στη στοίβα έτσι ώστε να αυξάνουµε ή να µειώνουµε κάθε 
φορά τον δείκτη (index) της στοίβας στην οποία κρατάµε την 
κατάσταση του προγράµµατος που θα πρέπει αργότερα να 
µεταβούµε
Στην έµµεση διευθυνσιοδότηση προκειµένου να υπολογιστεί η 
διεύθυνση στην οποία πρέπει να µεταβούµε για να 
πραγµατοποιηθεί η εντολή  π.χ. add counter, var[80]



Μπορεί να αντικαταστήσει ακόµα και 
πολύπλοκες πράξεις όπως αυτές του  
πολλαπλασιασµού και της διαίρεσης. 

Πολύ βολικό σε φτηνά και µικρά κυκλώµατα που 
δεν έχουµε ξεχωριστούς 
πολλαπλασιαστές/διαιρέτες. Η υλοποίηση των 
πράξεων αυτών επιτυγχάνεται µε το λογισµικό του 
chip ύστερα από επαναλαµβανόµενες προσθέσεις 
(στην περίπτωση του πολλαπλασιασµού) ή 
επαναλαµβανόµενες αφαιρέσεις (στην περίπτωση 
της διαίρεσης).

Σπουδαιότητα της πράξης

Παίζει, λοιπόν,  κυρίαρχο ρόλο. Θα πρέπει να είναι (ΟΠΩΣ∆ΗΠΟΤΕ) bug-free 
και αρκετά γρήγορη. 
Bugs στο υποσύστηµα της πρόσθεσης/αφαίρεσης δεν οδηγούν µόνο σε λάθος 
αριθµητικά αποτελέσµατα αλλά και σε λάθος εκτέλεση κώδικα (π.χ. λάθος στην 
υπολογιζόµενη τιµή του pc µπορεί να είναι καταστροφική).
Χρησιµοποιούνται πολύ στην floating point αριθµητική. Π.χ. Χρειαζόµαστε δύο 
προσθέτες/αφαιρέτες. Έναν για την mantissa και έναν για τον εκθέτη.
Είναι χρονολογικά η παλαιότερη και γι’ αυτό υπάρχουν πολυάριθµες
υλοποιήσεις της µε διαφορετικά πλεονεκτήµατα και µειονεκτήµατα η καθεµία.
Με τις σηµερινές διαστάσεις που έχει πάρει η τεχνολογία των MSI, LSI και VLSI 
ολοκληρωµένων, ο σχεδιαστής δεν χρειάζεται να «κουραστεί» ιδιαίτερα για τα 
υποσυστήµατα πρόσθεσης/αφαίρεσης. Μια µελέτη όµως της συµπεριφοράς 
τους και βελτιστοποίησης (κυρίως στην διάδοση του κρατουµένου), οδηγεί 
στην καλύτερη κατανόηση και σχεδίαση ολόκληρης της αριθµητικής του 
ολοκληρωµένου.



Η βασικότερη λοιπόν 
αριθµητική πράξη 2 
δυαδικών αριθµών είναι η 
πρόσθεση. Η πράξη αυτή 
έχει τρεις τελεστές ,και δύο 
αποτελέσµατα. Οι τρεις 
τελεστές είναι οι Cin, x, y 
και τα δύο αποτελέσµατα 
είναι τα Cout και S.
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Τελεστές και αποτελέσµατα

Υλοποιήσεις

Η πιο απλή υλοποίηση 
που µπορεί να σκεφτεί 
κανείς, είναι η δηµιουργία 
ενός κυκλώµατος 
βασισµένου στον πίνακα 
αλήθειας της δυαδικής 
πρόσθεσης.
Πίνακας αλήθειας
ηµιαθροιστή

S = x’y + xy’
C = xy
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για το S

Πίνακας αληθείας 
για το C



ΗΜΙΑΘΡΟΙΣΤΗΣ

Ο ηµιαθροιστής χρειάζεται 2 δυαδικές 
εισόδους(προσθετέοι) και 2 µεταβλητές 
εξόδου(άθροισµα , κρατούµενο)
Από τον πίνακα αλήθειας που δείξαµε συµπεραίνουµε 
ότι  το κρατούµενο C είναι πάντα 0 εκτός αν και οι 2 
είσοδοι είναι 1.Η έξοδος S είναι το λιγότερο σηµαντικό 
bit.
Από τον πίνακα αλήθειας µπορούµε να εξάγουµε και τις 
απλοποιηµένες συναρτήσεις Boole των εξόδων και είναι 
:

S = x’y + xy’ ,  C = xy
Έτσι έχουµε το ακόλουθο λογικό διάγραµµα ,αλλά και 
άλλες 4 υλοποιήσεις που επιτυγχάνουν το ίδιο 
αποτέλεσµα.

ΥΛΟΠΟΙΗΣΕΙΣ ΗΜΙΑΘΡΟΙΣΤΩΝ



ΥΛΟΠΟΙΗΣΕΙΣ ΗΜΙΑΘΡΟΙΣΤΩΝ

ΥΛΟΠΟΙΗΣΕΙΣ ΗΜΙΑΘΡΟΙΣΤΩΝ

Το πιο απλό όµως είναι ο ηµιαθροιστής να υλοποιηθεί µε 
µια XOR και µια AND όπως φαίνεται στο παρακάτω 
σχήµα. Αυτή χρησιµοποιείται για να δείξει ότι 2 
ηµιαθροιστικά κυκλώµατα είναι απαραίτητα για την 
κατασκευή ενός πλήρη αθροιστή.



ΑΘΡΟΙΣΤΕΣ

Ο ηµιαθροιστής όµως δεν ικανοποιεί την ανάγκη µας για πρόσθεση 
ή αφαίρεση περισσότερων ψηφίων.
Όταν οι προσθετέοι περιέχουν και άλλα σηµαντικά ψηφία ,το 
κρατούµενο που βγαίνει από την πρόσθεση 2 bits προστίθεται στο 
επόµενο µεγαλύτερης σηµαντικότητας ζευγάρι bits.
Το κύκλωµα που εκτελεί πρόσθεση 2 bits λέγεται ηµιαθροιστής 
(half-adder).
Το κύκλωµα που εκτελεί την πρόσθεση 3 bits(2 σηµαντικών & ενός 
κρατούµενου) λέγεται πλήρης αθροιστής(full-adder). Είναι αυτός 
που ουσιαστικά χρησιµοποιείται στην πρόσθεση πολλών ψηφίων. 
Το όνοµα του προέρχεται από το γεγονός ότι 2 ηµιαθροιστές 
µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να υλοποιήσουν ένα πλήρη 
αθροιστή.
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Πλήρης αθροιστής

Παράλληλος Αθροιστής Ν ψηφίων

Χρησιµοποιώντας τώρα το προηγούµενο κύκλωµα 
επαναληπτικά µπορούµε να δηµιουργήσουµε έναν 
αθροιστή/αφαιρέτη N bits µε το κρατούµενο να 
διαδίδεται στην επόµενη βαθµίδα. Αυτός λέγεται 
παράλληλος αθροιστής διάδοσης κρατουµένου. 
Υπάρχουν διάφορες υλοποιήσεις αυτού του είδους 
αθροιστή ανάλογα πάντα µε την αριθµητική που 
χρησιµοποιούµε.
Σηµείωση: Πριν συνεχίσουµε την παρουσίαση 
αναφέρουµε ότι ουσιαστικά η αφαίρεση και η 
πρόσθεση γίνονται στο ίδιο κύκλωµα. ∆ιότι και 
η αφαίρεση δύο αριθµών µπορεί να αναλυθεί 
ως εξής: Α – Β = Α + (-Β). Έτσι το µόνο που 
έχουµε να κάνουµε είναι να µετατρέψουµε τον 
αφαιρέτη στον αντίθετο του. Αυτό επιτυγχάνεται 
πολύ γρήγορα µε την χρήση της XOR η οποία 
έχει την ιδιότητα όταν ο ένας της τελεστής είναι 
1 να αντιστρέφει τον άλλο και όταν ο ένας είναι 
0 να αφήνει τον άλλο ανεπηρέαστο. Αυτό 
βρίσκει εφαρµογή στην µετατροπή ενός 
αριθµού στον αντίθετο του επειδή οι 
περισσότερες αριθµητικές βασίζονται στην 
αντιστροφή των bit για την αναπαράσταση 
θετικών και αρνητικών.

FA FA FA...

Input Arguments

Output Arguments

Ripple 
of 

Carry



Παράλληλος αθροιστής για αριθµητική 
συµπλήρωµα ως προς 2

Ο εν λόγω αθροιστής 
χρησιµοποιεί το πιο 
διαδεδοµένο είδος 
αριθµητικής. Το συµπλήρωµα 
ως προς δύο για αριθµούς Ν 
bits έχει εύρος [-2Ν-1, 2Ν-1-1] και 
χρησιµοποιεί το πιο σηµαντικό 
ψηφίο (Ν-1) για ένδειξη 
πρόσηµου. Το λογικό του 
διάγραµµα φαίνεται στην 
διπλανή εικόνα. Το bit M 
χρησιµοποιείται για την 
δήλωση της πράξης (Μ=0 
πρόσθεση και Μ=1 αφαίρεση).

Παράλληλος αθροιστής 4 bits

FA FA FAFA

S4 S3 S2 S1

C1
C2C3C4

C5

M
A1 B1A2B2A3B3A4B4

∆ιαδοση κρατουµενου

Παράλληλος αθροιστής για αριθµητική 
πρόσηµου-µέτρου

Το συγκεκριµένο είδος αριθµητικής 
είναι το πιο απλό στην σύλληψη 
του αλλά χάνουµε σε εύρος 
αριθµών, λόγω του επιπλέον bit 
που µπαίνει για την ένδειξη του 
πρόσηµου. Το εν λόγω bit δεν 
παίζει ρόλο στις πράξεις ή στην 
εσωτερική αναπαράσταση του 
αριθµού αλλά µόνο στο πρόσηµο 
του. Έτσι το εύρος των αριθµών 
εδώ είναι [-(2Ν-1-1), 2Ν-1-1]. 
Παρατηρούµε ότι χάνουµε έναν 
αριθµό στους αρνητικούς και αυτό 
συµβαίνει γιατί έχουµε αναγκαστικά 
δύο αναπαραστάσεις του 0 (0...00 
και 1...00). 
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Παράλληλος αθροιστής για αριθµητική 
συµπλήρωµα ως προς 1

Η εν λόγω αριθµητική δεν λύνει το 
πρόβληµα της προηγούµενης αριθµητικής 
αλλά απλοποιεί κατά πολύ την 
πολυπλοκότητα του κυκλώµατος της 
πρόσθεσης/αφαίρεσης του πρόσηµου 
µέτρου. Λόγω της αφαίρεσης αυτής της 
πολυπλοκότητας επιτυγχάνεται ταυτόχρονα 
και αύξηση της επίδοσης. Εδώ το πρόσηµο 
ενός αριθµού φαίνεται από το πιο σηµαντικό 
bit του αλλά εάν είναι αρνητικός τότε πρέπει 
να αντιστρέψουµε τα bit του για να βρούµε 
τον αριθµό που αναπαριστά. Το 
κυκλωµατικό διάγραµµα του εν λόγω 
προσθέτη/αφαιρέτη φαίνεται δίπλα. Η µόνη 
διαφορά µε αυτόν του συµπληρώµατος ως 
προς 2 είναι ότι προσθέτουµε το carry ξανά, 
εποµένως παίρνουµε το αποτέλεσµα σε 
χρόνο διπλάσιο από τον χρόνο του 
συµπληρώµατος ως προς δύο. Αυτό το 
κρατούµενο ονοµάζεται end-around carry.
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CARRY
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ΑΘΡΟΙΣΤΗΣ ΑΦΑΙΡΕΤΗΣ ΣΕ 
ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑ ΩΣ ΠΡΟΣ 1 ΚΑΙ ∆ΙΑ∆ΟΣΗ 

ΚΡΑΤΟΥΜΕΝΟΥ

Χρονική ανάλυση του παράλληλου 
αθροιστή

Αν θεωρήσουµε ότι κάθε carry µεταδίδεται στον επόµενο full adder 
σε χρόνο trc και ο πλήρης αθροιστής χρειάζεται td χρόνο για να
υπολογίσει το S, τότε ο δεύτερος εν σειρά αθροιστής θα χρειαστεί td
+ trc για να υπολογίσει το S1 και 2trc για να υπολογίσει το C1. 
Εποµένως αν έχουµε Ν ψηφία, τότε τα αποτελέσµατα θα 
ολοκληρωθούν σε χρόνο td + (Ν-1)trc ενώ το τελευταίο carry θα 
εξαχθεί σε χρόνο Νtrc. Αυτό είναι αρκετά «αργό» σε περιπτώσεις 
που θέλουµε γρήγορη εξαγωγή αποτελεσµάτων. Πολλές φορές 
δηλαδή αυτή η διάδοση του κρατουµένου µας τρώει αρκετό από τον 
διαθέσιµο κύκλο ρολογιού καθώς εξαρτάται γραµµικά από το µήκος 
του adder. 



Βελτιστοποίηση παράλληλου 
αθροιστή
Το µεγάλο εµπόδιο στην απόδοση του παράλληλου 
αθροιστή είναι η διάδοση του κρατουµένου στις 
επόµενες βαθµίδες. Υπάρχουν πολλές τεχνικές που 
µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε προκειµένου να 
εξαλείψουµε αυτές τις καθυστερήσεις.
Τεχνικές επιτάχυνσης παράλληλου αθροιστή

Χρησιµοποίηση Carry-Completion Sensing Adder
Χρησιµοποίηση Conditional-Sum Adder
Χρησιµοποίηση Carry-Select Adder
Χρησιµοποίηση Carry-Lookahead Adder

Carry-Completion Sensing Adder

Ο εν λόγω αθροιστής βασίζεται σε µια πάρα πολύ σηµαντική παρατήρηση όσον 
αφορά την πρόσθεση.
Κρατούµενο διαδίδεται στην επόµενη βαθµίδα µόνο και µόνο εάν και τα δύο ψηφία 
της παρούσας βαθµίδας είναι 1. Κρατούµενο δεν διαδίδεται σε καµία περίπτωση 
µόνο και µόνο εάν και τα δύο ψηφία της παρούσας βαθµίδας είναι 0. Στην κλασσική 
περίπτωση του full-adder το κρατούµενο Ci υπολογίζεται ως 
Ci = (Ai XOR Bi)Ci-1 + Ai Bi. Παρατηρούµε δηλαδή ότι εξαρτάται από το προηγούµενο 
κρατούµενο. Όµως µε βάση τα παραπάνω υπάρχει περίπτωση να ολοκληρωθεί η 
διαδικασία δηµιουργίας του κρατουµένου πριν έρθει το προηγούµενο. Χρειαζόµαστε 
λοιπόν µία βαθµίδα ανίχνευσης ολοκλήρωσης των κρατουµένων. Αυτή θα βγάζει 1 
όταν θα έχει ολοκληρωθεί η δηµιουργία όλων των σωστών κρατουµένων. 
Με αυτή τη τεχνική ο χρόνος υπολογισµού της πράξης εξαρτάται άµεσα από τα 
δεδοµένα αφού, η µονάδα ανίχνευσης ολοκληρώνει σε διαφορετικό χρόνο κάθε φορά 
ανάλογα µε τα δεδοµένα. Έτσι ο αθροιστής αυτός είναι αυτοσυγχρονιζόµενος.
Οι εξισώσεις που έχουµε για την «οπωσδήποτε» διάδοση κρατουµένου ή 
«οπωσδήποτε» µη διάδοση κρατουµένου είναι οι Ci = AiBiHi + Ci-1(Ai XOR Bi) και
Di = A’iB’iHi + Di-1(Ai XOR Bi), όπου Di είναι ένδειξη ότι δεν µεταδίδεται κρατούµενο. 
Έτσι η µονάδα ανίχνευσης θα αποτελείται από µια AND όλων των Di OR Ci.



Λογικό ∆ιάγραµµα CCSA

Κελί CP (Carry Propagation)

Χρονική Ανάλυση του CCSA

Ο εν λόγω αθροιστής ολοκληρώνει σε χρόνο <=∆, όπου 
∆ ο χρόνος ολοκλήρωσης της πράξης του απλού 
παράλληλου αθροιστή. Στην ουσία γλιτώνουµε χρόνο 
µερικές φορές ανάλογα µε τα δεδοµένα και κυρίως όταν 
έχουν πολλά ίδια ψηφία γιατί τότε µπορούµε να 
ανιχνεύσουµε αµέσως την ύπαρξη ή µη του 
κρατουµένου. 
Πρωτότυπο αυτού του αθροιστή πρωτοδηµιουργήθηκε
από τον Gilchrist και τα πειραµατικά αποτελέσµατα του, 
έδειξαν µια βελτίωση 8 προς 1 για 40-bit δεδοµένα, σε 
σχέση µε τον απλό παράλληλο αθροιστή διάδοσης 
κρατουµένου. 



Conditional-Sum Addition

Η εν λόγω τεχνική χρησιµοποιεί δύο εξισώσεις, µία για την περίπτωση που υπάρχει 
κρατούµενο και µία για την περίπτωση που δεν υπάρχει (από την προηγούµενη 
βαθµίδα). Έτσι έχουµε τις παρακάτω εξισώσεις

Si
0 = Ai XOR Bi

Ci
0 = Ai Bi, για Ci-1 = 0

Si
1 = Ai XNOR Bi

Ci
1 = Ai + Bi, για Ci-1 = 1

Οι παραπάνω εξισώσεις παράγονται αν αντικαταστήσουµε στις εξισώσεις του full 
adder το αντίστοιχο Ci-1. Εν συνεχεία µπορούµε να επιλέξουµε µε πολυπλέκτες, 
ανάλογα µε το κρατούµενο της προηγούµενης βαθµίδας ποιο αποτέλεσµα θα 
κρατήσουµε στην έξοδο. Ο αριθµός των επιπέδων που χρειαζόµαστε ασφαλώς 
εξαρτάται άµεσα από τον αριθµό των ψηφίων n των δεδοµένων. Έτσι χρειαζόµαστε t 
= ceil(log2n) επίπεδα κάθε ένα από τα οποία περιέχει πολυπλέκτες ολοένα 
αυξανόµενων εξόδων.

Τι κερδίζουµε και τι χάνουµε µε τον 
Conditional-Sum Adder

Πλεονεκτήµατα
Παραγωγή όλων των 
δυνατών 
περιπτώσεων
Παραγωγή σε κάθε 
επίπεδο όλων των 
carry
Γρήγορη απόκριση 
εξόδου

Μειονεκτήµατα
Πολύπλοκη λογική
Καταλαµβάνει µεγάλο 
όγκο στο 
ολοκληρωµένο
Ο αριθµός των 
επιπέδων αυξάνεται 
λογαριθµικά σε σχέση 
µε το µέγεθος των 
δεδοµένων



Carry-Select Adder

Ο προηγούµενος αθροιστής, είχε αρκετά µειονεκτήµατα µε 
κυριότερο από όλα τον µεγάλο του όγκο.
Μια µικρή παραλλαγή του οδηγεί στον CSA adder, o οποίος είναι 
καταλαµβάνει πολύ µικρότερο χώρο. Και εδώ επικρατεί η λογική ότι 
υπολογίζουµε a priori τα αποτελέσµατα σε κάθε βαθµίδα, είτε 
έχουµε είτε δεν έχουµε κρατούµενο. Στην συνέχεια ένας µόνο 
πολυπλέκτης επιλέγει την επιθυµητή έξοδο ανάλογα µε το 
προηγούµενο κρατούµενο. Το προηγούµενο κρατούµενο 
δηµιουργείται κατευθείαν από την προηγούµενη βαθµίδα µε µία 
λογική που µοιάζει αρκετά στην πρόβλεψη κρατουµένου. 
Επίσης ο αθροιστής χωρίζεται σε Ν κοµµάτια όπου Ν = ceil(n/4). 
∆ηλαδή αποτελείται από δυάδες αθροιστών 4 ψηφίων. Σε κάθε 
δυάδα ο ένας αθροιστής κάνει υπολογισµούς σαν να υπάρχει το 
carry, ενώ στην άλλη σαν να µην υπάρχει. Στο σχήµα φαίνεται πιο 
καλά η τεχνική αυτή.

Λογικό διάγραµµα CSA
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Carry-Lookahead Adder

Ο παράλληλος αθροιστής µε την διάδοση κρατουµένου µπορεί να βελτιωθεί 
πολύ µε µια τεχνική που λέγεται πρόβλεψη κρατουµένου (carry lookahead
adder).  
Η συγκεκριµένη τεχνική βασίζεται στο γεγονός ότι όλα τα κρατούµενα που 
εισάγονται σε όλες τις θέσεις του παράλληλου αθροιστή, υπολογίζονται 
ταυτόχρονα µε επιπρόσθετη λογική. Αυτό συντελεί σε ένα χρόνο απόκρισης 
σταθερό και ανεξάρτητο του µήκους του αθροιστή (δηλαδή του word). 
Εξαγωγή συναρτήσεων

Χρησιµοποιούµε βοηθητικές συναρτήσεις σε κάθε στάδιο και παίρνουµε το 
«δηµιουργούµενο κρατούµενο» Gi και το «διαδιδόµενο κρατούµενο» Pi. ∆ηλαδή 
Gi = Ai Bi και Pi = Ai XOR Bi.
Γνωρίζουµε ότι Si = (Ai XOR Bi) XOR Ci-1 = Pi XOR Ci-1

Ci = Ai Bi + (Ai XOR Bi) Ci-1 = Gi + Pi Ci-1
Οι παραπάνω εξισώσεις δείχνουν ότι µπορούν να εφαρµοστούν αναδροµικά και 
να λύσουµε το σύνολο των αποτελεσµάτων κατευθείαν από τους τελεστές Α και 
Β µαζί, φυσικά, και µε το αρχικό κρατούµενο Cin.

Εξισώσεις CLA

Οι εξισώσεις για 4 ψηφία είναι οι εξής:
C0 = G0 + Cin P0
C1 = G1 + G0 P1 + Cin P0 P1
C2 = G2 + G1 P2 + G0 P1 P2 + Cin P0 P1 P2
C3 = G3 + G2 P3 + G1 P2 P3 + G0 P1 P2 P3 + Cin P0 P1 P2 P3
Παρατηρούµε ότι για περισσότερα ψηφία αυξάνεται πολύ το πλήθος των 
πυλών που πρέπει να χρησιµοποιηθούν για να υπολογιστούν τα επιµέρους 
κρατούµενα. Με την αύξηση κάθε bit, αυξάνονται κατά µία οι πύλες or και 
κάθε προηγούµενη πύλη and αυξάνει κατά µία τις εισόδους της. Η αύξηση 
στην πολυπλοκότητα είναι απαγορευτική για την χρησιµοποίηση σε 
κυκλώµατα πολλών bit. Ωστόσο όταν θέλουµε να εκµεταλλευτούµε τα 
πλεονεκτήµατα που προσφέρει  o CLA, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε µια 
υβριδική τεχνική στην οποία χρησιµοποιούµε blocks 4-bit CLA’s και αυτά 
µεταξύ τους µεταδίδουν το κρατούµενο.



Λογικό διάγραµµα πρόβλεψης 
κρατουµένου 4-bit.
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Σύνδεση 4 CLA’s για την δηµιουργία 
ενός 16-bit CLA

∆ίπλα δείχνουµε πως µπορούµε να 
συνδυάσουµε την τεχνική του carry-
ripple µαζί µε το carry-lookahead
προκειµένου να µειώσουµε τον χρόνο 
απόκρισης σε συστήµατα µε πολλά 
bits. Στο εν λόγω σύστηµα αν το carry 
ενός CLA κάνει δ χρόνο για να 
δηµιουργηθεί, τότε σε έναν CLA N bits 
(όπου Ν = 4κ, κ ακέραιος), τότε το 
τελικό κρατούµενο κάνει χρόνο κδ για 
να δηµιουργηθεί. Το δ ισούται µε t5or + 
t5and, όπου t5or ,η καθυστέρηση 
διάδοσης µιας πύλης or 5 εισόδων και 
t5and η καθυστέρηση διάδοσης µιας 
πύλης and 5 εισόδων, σε αντίθεση µε 
τον απλό παράλληλο αθροιστή όπου η 
καθυστέρηση διάδοσης είναι ανάλογη 
του αριθµού των bit N.

Αθροιστές πολλών τελεστών

Μέχρι τώρα εξετάσαµε αθροιστές δύο τελεστών. Υπάρχει µια ειδική κατηγορία 
αθροιστών η οποία καταφέρνει να κάνει την πράξη της πρόσθεσης ή αφαίρεσης σε 
περισσότερους από δύο τελεστές. 
Είναι πολύ σηµαντικοί διότι χρησιµοποιούνται κατά κόρον σε πράξεις όπως ο 
πολλαπλασιασµός ή η διαίρεση. Σε αυτές τις πράξεις πρέπει να είναι δυνατό το 
άθροισµα πολλών αριθµών, για την ακρίβεια τόσων όσο είναι και το πλήθος των bit 
των πολλαπλασιαστέων. 
Θα παρουσιάσουµε έναν µόνο τέτοιον αθροιστή τον Carry-Save Adder

Η υλοποίηση του είναι σχετικά απλή και βασίζεται στην προσωρινή αποθήκευση του 
κρατουµένου σε ένα D flip-flop, ώστε αργότερα να το επανατροφοδοτήσουµε στην επόµενη 
βαθµίδα για την επόµενη πρόσθεση.
Βήµατα

1. Φορτώνουµε τους τρεις πρώτους αριθµούς στις εισόδους Α, Β, C.
2. Μετά από ένα κύκλο πρόσθεσης αποκτούµε την έξοδο Ri, που στην ουσία είναι το 

κρατούµενο της προηγούµενης βαθµίδας καθυστερηµένο κατά µία χρονική µονάδα. 
Φορτώνουµε, εν συνεχεία, τα S και R στις εισόδους Α και Β αντίστοιχα.

3. Επαναλαµβάνουµε το βήµα 2 για τους υπόλοιπους k-4 αριθµούς, έτσι ώστε όλοι οι k αριθµοί 
να µπουν στον αθροιστή. Το παραπάνω βήµα θέλει k-2 κύκλους πρόσθεσης για να 
ολοκληρωθεί

4. Επαναλαµβάνουµε το βήµα 3 µέχρι µηδενικά να γεµίσουν όλα τα Ri bits. Τότε µπορεί να 
χρειαστούµε µέχρι και n-1 κύκλους για να ολοκληρωθεί ολόκληρη η διαδικασία της διάδοσης 
κρατουµένου και να πάρουµε εν τέλει το αποτέλεσµα της πρόσθεσης.



Λογικό διάγραµµα CSA
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Ειδικοί αθροιστές

Σε αυτή την ενότητα θα παρουσιάσουµε δύο ειδικούς 
αθροιστές οι οποίοι χρησιµοποιούνται σε µεµονωµένες 
περιπτώσεις όπου το απαιτεί η εκάστοτε εφαρµογή.

1. Αθροιστής BCD. Χρησιµοποιείται κυρίως σε διατάξεις 7-
segment LED, όπου θέλουµε αναπαράσταση σε BCD. 

2. Σειριακός αθροιστής. Είναι ένας σχετικά αργός αθροιστής, 
αφού παίρνει n κύκλους ρολογιού για να πάρουµε το 
αποτέλεσµα αλλά χρησιµοποιείται όπου έχουµε αυστηρές 
απαιτήσεις σε χώρο και χαλαρές σε ταχύτητα.



Αθροιστής BCD

Οι υπολογιστές που εκτελούν αριθµητικές λειτουργίες κατευθείαν 
στο δεκαδικό αριθµητικό σύστηµα συµβολίζουν τους αριθµούς µε 
κάποιο δυαδικό κώδικα .Ένας αθροιστής για έναν τέτοιο υπολογιστή
πρέπει να χρησιµοποιεί αριθµητικά κυκλώµατα που δέχονται 
κωδικοποιηµένους δεκαδικούς αριθµούς και παρουσιάζουν τα 
αποτελέσµατα στον κατάλληλο κώδικα.
Αν θεωρήσουµε την αριθµητική πρόσθεση 2 δεκαδικών ψηφίων σε 
BCD,µαζί µε ένα πιθανό κρατούµενο από προηγούµενη βαθµίδα 
,τότε επειδή κάθε ψηφίο εισόδου δεν ξεπερνάει το 9,το άθροισµα 
εξόδου δεν µπορεί να είναι µεγαλύτερο από 9+9+1=19. συνεπώς αν 
τροφοδοτήσουµε  2 ψηφία BCD σε ένα δυαδικό αθροιστή 4 bits,ο 
αθροιστής θα σχηµατίσει το άθροισµα δυαδικά και θα παράγει ένα 
αποτέλεσµα που µπορεί να κυµαίνεται από 0 µέχρι 19.

Αθροιστής BCD, πίνακας

191001111001
180001101001
171110110001
160110100001
151010111110
140010101110
131100110110
120100100110
111000111010
100000101010
91001010010
80001000010
71110011100
60110001100
51010010100
40010000100
31100011000
20100001000
11000010000
00000000000

S1S2S4S8CZ1Z2Z4Z8K

191001111001
180001101001
171110110001
160110100001
151010111110
140010101110
131100110110
120100100110
111000111010
100000101010
91001010010
80001000010
71110011100
60110001100
51010010100
40010000100
31100011000
20100001000
11000010000
00000000000

S1S2S4S8CZ1Z2Z4Z8K



Αθροιστής BCD

Στον πίνακα βλέπουµε ότι το Κ είναι το κρατούµενο και οι δείκτες του
γράµµατος Z συµβολίζουν τα βάρη 8,4,2,1 που έχουν τα 4 bits του κώδικα 
BCD. Η 1η στήλη στον πίνακα δείχνει τα δυαδικά αθροίσµατα ,όπως 
εµφανίζονται στις εξόδους ενός δυαδικού αθροιστή 4 bits. Το άθροισµα 
εξόδου 2 δεκαδικών ψηφίων ,όµως ,πρέπει να παρασταθεί σε κώδικα BCD
και να εµφανιστεί στη µορφή που φαίνεται στην 2η στήλη . Το κύριο 
πρόβληµα µας είναι η εύρεση ενός κανόνα µε τον οποίο ο δυαδικός αριθµός 
στην 1η στήλη να µπορεί να µετατραπεί στην σωστή παράσταση ψηφίων 
BCD της 2ης στήλης.
Μελετώντας τον πίνακα συµπεραίνουµε ότι όταν το δυαδικό άθροισµα είναι 
µικρότερο ή ίσο του 1001 ο αντίστοιχος αριθµός BCD είναι ο ίδιος . Όταν 
όµως το δυαδικό άθροισµα είναι µεγαλύτερο  από 1001,τοτε η έξοδος αυτή 
δεν είναι έγκυρος κώδικας BCD. Για να µετατραπεί στην σωστή έξοδο αρκεί 
να προσθέσουµε το 6(0110) στο δυαδικό άθροισµα ,και επίσης παράγεται 
και ένα κρατούµενο εξόδου όπως ακριβώς απαιτείται.

Αθροιστής BCD,κανόνας διόρθωσης

Το λογικό κύκλωµα που θα ανιχνεύσει κατά πόσο χρειάζεται διόρθωση ή όχι ,µπορεί 
να προκύψει από τον πίνακα .φαίνεται ότι χρειάζεται διόρθωση τουλάχιστον όταν το 
δυαδικό άθροισµα έχει κρατούµενο εξόδου Κ=1.οι άλλοι 6 συνδυασµοί ,από 1010 
µέχρι 1111 , που χρειάζονται διόρθωση έχουν Ζ8=1.για να τους ξεχωρίσουµε από 
τους 1000 και 1001 που έχουν επίσης Ζ8=1,καθοριζουµε επιπλέον ότι είτε το Ζ4 είτε 
το Ζ2 πρέπει να είναι 1. Συνεπώς από τα παραπάνω παίρνουµε την ακόλουθη 
συνθήκη:

C =K + Z8 Z4 + Z8 Z2
Όταν C = 1 ,είναι απαραίτητο να προσθέσουµε 0110 στο δυαδικό άθροισµα και να 
δώσουµε κρατούµενο εξόδου για την επόµενη βαθµίδα.
Ένας αθροιστής BCD πρέπει να περιλαµβάνει τα κυκλώµατα για την παραπάνω 
διόρθωση στην εσωτερική του κατασκευή. Για να προσθέσουµε το 0110 στο δυαδικό 
άθροισµα ,χρησιµοποιούµε ένα 2ο δυαδικό αθροιστή 4 bits. Τα 2 δεκαδικά ψηφία 
προστίθενται ,µαζί µε το κρατούµενο εισόδου, πρώτα µε τον επάνω δυαδικό 
αθροιστή και έτσι παίρνουµε το δυαδικό άθροισµα. Όταν το κρατούµενο εξόδου 
ισούται µε 0 ,δεν προστίθεται τίποτα στο δυαδικό άθροισµα. Όταν είναι 1 ,προστίθεται 
ο δυαδικός 0110 στο δυαδικό άθροισµα µέσω του κάτω αθροιστή.



Αθροιστής BCD, σχήµα
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Σειριακός αθροιστής ενός bit

Εκτός από τους παράλληλους αθροιστές υπάρχουν και οι σειριακοί .ένας 
σειριακός αθροιστής χρησιµοποιεί έναν απλό αθροιστή και συναρµολογεί το 
άθροισµα SUM ακολουθιακά. Στο χρόνο t,υπολογίζεται το sum και 
αποθηκεύεται το carry σε έναν καταχωρητή .στο χρόνο t+1 , το άθροισµα 
χρησιµοποιεί το carry(t) για να υπολογίσει το καινούργιο sum.
Οι 2 είσοδοι του αθροιστή αποθηκεύονται σε καταχωρητές των n-bits , η 
έξοδος sum αποθηκεύεται σε έναν καταχωρητή αποτελέσµατος n-bits. Η 
πρόσθεση αρχίζει µε τον καθαρισµό του καταχωρητή κρατουµένου ,µετά οι 
τελεστές εφαρµόζονται σειριακά στις εισόδους του αθροιστή ,µε πρώτο το 
λιγότερο σηµαντικό ψηφίο. Το παράδειγµα του σχήµατος δείχνει την
πρόσθεση των αριθµών 1 και 5 µε αποτέλεσµα το 6.
Ακόµα χρειάζονται n κύκλοι για να ολοκληρωθεί πρόσθεση n ψηφίων.
Σε έναν σειριακό αθροιστή, συµφέρει να έχουµε ίδιες καθυστερήσεις για τα 
sum & carry,διότι οι καθυστερήσεις αυτές ορίζουν την µεγαλύτερη 
συχνότητα ρολογιού στην οποία µπορεί να λειτουργήσει ο αθροιστής.



Σειριακός αθροιστής ενός bit,σχήµα
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