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Μέγιστη Ροή - Γενικά

• ∆ιγράφηµα G = (V,E) µε συνάρτηση χωρητικότητας cap : E → IR≥0 και δύο διακε-

κριµένες κορυφές s και t.

• In(v) = {e : target(e) = v}, Out(v) = {e : source(e) = v}, ∀v ∈ V .

• (s, t)-ϱοή : συνάρτηση f : E → IR≥0 για την οποία :

(1) 0 ≤ f(e) ≤ cap(e) ∀e ∈ E
(2) excess(v) =

∑
e∈Out(v)

f(e)−
∑

e∈In(v)
f(e) = 0 ∀v ∈ V − {s, t}

• Τιµή ϱοής |f | = excess(t).

• Μέγιστη Ροή : ϱοή που µεγιστοποιεί την |f |.
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• (s, t)-τοµή : σύνολο S κορυφών µε s ∈ S και t ∈ T = V − S.

΄Εστω (S, T ) = {e : source(e) ∈ S, target(e) ∈ T}.

• Χωρητικότητα τοµής :

cap(S) =
∑

e∈(S,T )
cap(e)

• Κορεσµένη τοµή : τοµή S για την οποία f(e) = cap(e), ∀e ∈ (S, T ) και f(e) =

0, ∀e ∈ (T, S).

• ΄Εστω f οποιαδήποτε ϱοή και έστω S οποιαδήποτε τοµή. Τότε, |f | ≤ cap(S).
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• Υπολειπόµενη χωρητικότητα πλευράς e = (u, v):

r(e) = cap(e)− f(e) + f(e′), όπου e′ = (v, u).

• Υπολειπόµενο δίκτυο Gf = (V,Ef), όπου

Ef = {e ∈ E : r(e) > 0}.

• ΄Εστω f µια ϱοή και έστω S το σύνολο των κορυφών που είναι προσπελάσιµες από την s.

(α) Αν t ∈ S, τότε η f δεν είναι µέγιστη.

(ϐ) Αν t 6∈ S, τότε η f είναι µέγιστη και το S αποτελεί µια κορεσµένη τοµή.
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Ελεγκτής Ορθότητας

• bool CHECK_MAX_FLOW_T(const graph& G, node s, node t

const edge_array<NT>& cap,

const edge_array<NT>& f)

ελέγχει αν η f είναι µια (s, t)-ϱοή και επιστρέφει true αν όντως είναι, αλλιώς false.

• Ιδέα ελεγκτή:

. ΄Ελεγχος της συνθήκης χωρητικότητας κάθε πλευράς.

. Υπολογισµός πλεονάσµατος (excess) κάθε κορυφής : όλες οι κορυφές, εκτός από τις

s και t, πρέπει να έχουν πλεόνασµα µηδέν.

. Υπολογισµός των προσπελάσιµων από την s κορυφών µε χρήση ΑΠΠ. Η t δεν πρέπει

να είναι προσπελάσιµη.
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Ελεγκτής ορθότητας

template <class NT>
bool CHECK_MAX_FLOW_T(const graph& G, node s, node t,

const edge_array<NT>& cap,
const edge_array<NT>& f)

{
node v; edge e;
string loc = "CHECK_MAX_FLOW_T: ";
bool res = true;

forall_edges(e,G)
res = res && leda_assert(f[e] >= 0 && f[e] <= cap[e],

loc + "illegal flow value");

node_array<NT> excess(G,0);
forall_edges(e,G)
{ node v = G.source(e); node w = G.target(e);
excess[v] -= f[e]; excess[w] += f[e];

}
forall_nodes(v,G)
res = res && leda_assert(v == s || v == t ||
excess[v] == 0,loc + "node with non-zero excess");

// Compute nodes reachable from s using BFS
}
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Ελεγκτής ορθότητας - συνέχεια

// Compute nodes reachable from s using BFS

node_array<bool> reached(G,false);
queue<node> Q;

Q.append(s); reached[s] = true;
while ( !Q.empty() )
{ node v = Q.pop();
forall_out_edges(e,v)
{ node w = G.target(e);
if ( f[e] < cap[e] && !reached[w] )
{ reached[w] = true; Q.append(w); }

}
forall_in_edges(e,v)
{ node w = G.source(e);
if ( f[e] > 0 && !reached[w] )
{ reached[w] = true; Q.append(w); }

}
}
res = res && leda_assert(!reached[t],

"t is reachable in G_f");
return res;
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Αλγόριθµος Προροής-΄Ωθησης και Υλοποίηση

• Μέθοδος προροής-ώθησης (preflow-push).

• Προροή : συνάρτηση f : E → IR≥0 για την οποία :

(1) 0 ≤ f(e) ≤ cap(e) ∀e ∈ E

(2) excess(v) ≥ 0 ∀v ∈ V+ = V − {s, t}

• Ενεργή κορυφή : v ∈ V+ και excess(v) > 0.

• Λειτουργία ώθησης : έστω v ενεργή κορυφή, e = (v, w), και δ ≤ min{excess(v), r(e)}.

΄Ωθηση δ µονάδων ϱοής κατά µήκος της e=⇒{
αυξάνει την f(e) κατά δ, αν e ∈ E
µειώνει την f(e′) κατά δ, αν e′ ∈ E

• Αν δ = r(e), τότε η ώθηση καλείται κορεσµένη.
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• Ποιες ωθήσεις πρέπει να εκτελεστούν ;
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• Ποιες ωθήσεις πρέπει να εκτελεστούν ;

Τοποθέτηση των κορυφών σε επίπεδα αρχίζοντας από την t και εκτέλεση ωθήσεων που

µεταφέρουν πλεόνασµα από µεγαλύτερο σε µικρότερο επίπεδο.
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• ΄Εστω d(v) το επίπεδο της κορυφής v. Μια πλευρά e = (v, w) ∈ Gf καλείται κατάλληλη

αν d(w) < d(v).

• ΄Ωθηση κατά µήκος της e εκτελείται αν η v είναι ενεργή και η e κατάλληλη.
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• Τι γίνεται όµως αν κάποια κορυφή v είναι ενεργή και δεν υπάρχει κατάλληλη πλευρά

προσκείµενη στην v;
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• Τι γίνεται όµως αν κάποια κορυφή v είναι ενεργή και δεν υπάρχει κατάλληλη πλευρά

προσκείµενη στην v;

Η v ανεβαίνει επίπεδο, δηλ. το d(v) αυξάνεται κατά 1.
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Γενικός Αλγόριθµος Προροής-΄Ωθησης

/* αρχικοποίηση */

Θέσε f(e) = cap(e) για όλες τις πλευρές µε source(e) = s;

Θέσε f(e) = 0 για όλες τις υπόλοιπες πλευρές ;

Θέσε d(s) = n και d(v) = 0 για όλες τις κορυφές ;

/* κύριος ϐρόχος */

while ∃ ενεργή κορυφή

{ έστω v µια ενεργή κορυφή;

if ∃ κατάλληλη πλευρά e = (v, w) in Gf then

{ ώθησε δ µονάδες ϱοής στην e,

όπου δ ≤ min{excess(v), r(e)}; }

else

{ αύξησε το d(v); }

}
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• Μη κορεσµένες ωθήσεις µπορεί να δηµιουργήσουν πρόβληµα.

⇓

Υπόθεση 1: Για κάθε ώθηση, δ = min{excess(v), r(e)}.

Αυτό εξασφαλίζει ότι κάθε µη-κορεσµένη ώθηση µιας πλευράς (v, w) αφήνει την v ανε-

νεργή.

Υπόθεση 2: ΄Οταν επιλέγεται µια ενεργή κορυφή v, εκτελούνται ωθήσεις από την v είτε

µέχρις ότου η v γίνει ανενεργή, είτε µέχρις ότου δεν υπάρχουν προσκείµενες κατάλληλες

πλευρές. Στην τελευταία περίπτωση αυξάνεται το d(v).

• Πως επιλέγονται οι ενεργές κορυφές ;
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Επιλογή Ενεργών Κορυφών

• Αυθαίρετη⇒ αριθµός µη-κορεσµένων ϱοών O(n2m).

• FIFO⇒ αριθµός µη-κορεσµένων ϱοών O(n3).

• Υψηλότερου Επιπέδου⇒ αριθµός µη-κορεσµένων ϱοών O(n2
√
m).
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Υλοποίηση

• Υπάρχουν δύο παράµετροι αρχετύπων : ο αριθµητικός τύπος NT και η υλοποίηση του συ-

νόλου των ενεργών κορυφών U.

• // max_flow_basic

template<class NT, class SET>
NT MAX_FLOW_BASIC_T(const graph& G, node s, node t,

const edge_array<NT>& cap,
edge_array<NT>& flow,
SET& U, int& num_pushes,
int& num_edge_inspections,
int& num_relabels)

{
if (s == t) error_handler(1,"MAXFLOW: source == sink");

// MF_BASIC: initialization

// MF_BASIC: main loop

#ifndef LEDA_CHECKING_OFF
assert(CHECK_MAX_FLOW_T(G,s,t,cap,flow));

#endif

return excess[t];
}
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Αρχικοποίηση και ∆οµές ∆εδοµένων

// MF_BASIC: initialization

// initialize flow and excess, and saturate edges out of s

flow.init(G,0);
if (G.outdeg(s) == 0) return 0;

int n = G.number_of_nodes();
int max_level = 2*n - 1;
int m = G.number_of_edges();

node_array<NT> excess(G,0);

// saturate all edges leaving s
edge e;
forall_out_edges(e,s)
{ NT c = cap[e];
if (c == 0) continue;
node v = target(e);
flow[e] = c;
excess[s] -= c;
excess[v] += c;

}
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Αρχικοποίηση και ∆οµές ∆εδοµένων - συνέχεια

// MF_BASIC: initialize dist and U

node_array<int> dist(G,0); dist[s] = n;

node v;

forall_nodes(v,G)

if ( excess[v] > 0 ) U.insert(v,dist[v]);

// MF_BASIC: initialize counters

num_relabels = num_pushes = num_edge_inspections = 0;
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Υλοποίηση του Συνόλου U των Ενεργών Κορυφών

Λειτουργίες:

Συναρτήσεις κατασκευής και κατάργησης.

node U.del(): διαγραφή κορυφής από το U και επιστροφή της (επιστρέφει nil αν το U
είναι κενό).

U.insert(node v, int d): εισάγει την v µε επίπεδο d. Αυτή η εκδοχή χρησιµοποιεί-

ται στην ϕάση της αρχικοποίησης και όταν µια κορυφή επανεισάγεται στο

U µετά από αύξηση του επιπέδου της.

U.insert0(node v, int d): εισάγει την v µε επίπεδο d. Αυτή η εκδοχή χρησιµο-

ποιείται όταν µια κορυφή γίνεται ενεργή από µια ώθηση προς αυτή την

κορυφή.

bool U.empty(): επιστρέφει true όταν το U είναι κενό.

U.clear(): διαγράφει όλα τα στοιχεία του U.
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Η υλοποίηση FIFO: αποθηκεύει το U σαν µια ουρά.

// FIFO implementation of SET

#include <LEDA/list.h>

class fifo_set{

list<node> L;

public:

fifo_set(){}
node del() { if (!L.empty()) return L.pop();

else return nil; }

void insert(node v, int d) { L.append(v); }
void insert0(node v, int d) { L.append(v); }

bool empty() { return L.empty(); }
void clear() { L.clear(); }
~fifo_set(){}

};
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Η υλοποίηση MFIFO (τροποποιηµένη FIFO): αποθηκεύει τις κορυφές του U σε µια λίστα. Κορυ-

ϕές που επανεισάγονται µετά από αύξηση επιπέδου τοποθετούνται στην αρχή της ουράς, ενώ

οι κορυφές που γίνονται ενεργές λόγω µιας ώθησης τοποθετούνται στο τέλος της ουράς.

// MFIFO implementation of SET

#include <LEDA/list.h>

class mfifo_set{

list<node> L;

public:

mfifo_set(){}
node del() { if ( !L.empty() ) return L.pop();

else return nil; }

void insert(node v, int d) { L.push(v); }
void insert0(node v, int d){ L.append(v); }

bool empty() { return L.empty(); }
void clear() { L.clear(); }
~mfifo_set(){}

};
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Η Υλοποίηση Υψηλότερου Επιπέδου

• ∆ιατηρεί ένα διάνυσµα A γραµµικών λιστών µε αριθµοδείκτες στο διάστηµα [0..max level],

όπου max level είναι µια παράµετρος της συνάρτησης κατασκευής.

• Η λίστα A[d] περιέχει όλες τις κορυφές v που εισήχθηκαν από insert(v,d) ή από

insert0(v,d).

• Μια µεταβλητή max διατηρείται έτσι ώστε η A[d] να είναι κενή αν d > max.

• Στην insert0 λαµβάνεται υπόψη το γεγονός ότι η εισαγωγή κορυφών αφορά επίπεδα

µικρότερα του max level.
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// Highest level implementation of SET

#include <LEDA/list.h>
#include <LEDA/array.h>

class hl_set{

int max, max_lev;
array<list<node> > A;

public:

hl_set(int max_level):A(max_level+1)
{ max = -1; max_lev = max_level;}

node del()
{ while (max >= 0 && A[max].empty()) max--;
if (max >= 0) return A[max].pop(); else return nil;

}

void insert(node v, int d)
{ A[d].push(v);
if (d > max) max = d;

}
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void insert0(node v, int d) { A[d].append(v); }

bool empty()
{ while (max >= 0 && A[max].empty()) max--;
return ( max < 0 );

}

~hl_set(){}

void clear()
{ for (int i = 0; i <= max_lev; i++) A[i].clear();
max = -1;

}
};
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Κύριος Βρόχος

• Επιλέγεται µια κορυφή v από το U . Αν δεν υπάρχει, η εκτέλεση του ϐρόχου σταµατάει, ή

αν η v είναι ταυτόσηµη µε την t, τότε προχωράµε στην επόµενη επανάληψη.

• Προσπαθούµε να ωθήσουµε το πλεόνασµα της v στις γειτονικές κορυφές της στο Gf .

Αυτό γίνεται εξετάζοντας πρώτα τις εξερχόµενες και µετά τις εισερχόµενες πλευρές της

v.

• Αν η v παραµένει ενεργή µετά τον κορεσµό όλων των γειτονικών πλευρών της, τότε της

αυξάνουµε το επίπεδο και την εισάγουµε ξανά στο U .
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// MF_BASIC: main loop

for(;;)
{
node v = U.del();

if (v == nil) break;
if (v == t) continue;

NT ev = excess[v]; // excess of v
int dv = dist[v]; // level of v
edge e;

// MF_BASIC: push across edges out of v

if ( ev > 0 )
{ // MF_BASIC: push across edges into v }

excess[v] = ev;

if (ev > 0)
{ dist[v]++;
num_relabels++;
U.insert(v,dist[v]);

}
}
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΄Ωθηση πλεονάσµατος µέσω εξερχόµενων πλευρών

• Η ώθηση του πλεονάσµατος γίνεται µέσω των κατάλληλων πλευρών. Μια πλευρά e ∈ Gf
είτε είναι και πλευρά του G (οπότε flow[e] < cap[e]), είτε είναι η αντίθετη µιας πλευράς

του G (οπότε flow[e′] > 0).

• Για κάθε εξερχόµενη πλευρά e µιας κορυφής v, ωθούµε

min{excess[v], cap[e]− flow[e]}. Αν το πλεόνασµα της v γίνει µηδέν, τότε ο ϐρόχος

for σταµατάει.
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// MF_BASIC: push across edges out of v

for (e = G.first_adj_edge(v); e; e = G.adj_succ(e))
{ num_edge_inspections++;
NT& fe = flow[e];
NT rc = cap[e] - fe;
if (rc == 0) continue;
node w = target(e);
int dw = dist[w];
if ( dw < dv ) // equivalent to ( dw == dv - 1 )
{ num_pushes++;
NT& ew = excess[w];
if (ew == 0) U.insert0(w,dw);
if (ev <= rc)
{ ew += ev; fe += ev;
ev = 0; // stop: excess[v] exhausted
break;

}
else
{ ew += rc; fe += rc;
ev -= rc;

}
}

}
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// MF_BASIC: push across edges into v

for (e = G.first_in_edge(v); e; e = G.in_succ(e))
{ num_edge_inspections++;
NT& fe = flow[e];
if (fe == 0) continue;
node w = source(e);
int dw = dist[w];
if ( dw < dv ) // equivalent to ( dw == dv - 1 )
{ num_pushes++;
NT& ew = excess[w];
if (ew == 0) U.insert0(w,dw);
if (ev <= fe)
{ fe -= ev; ew += ev;
ev = 0; // stop: excess[v] exhausted
break;

}
else
{ ew += fe; ev -= fe;
fe = 0;

}
}

}
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Αριθµητικοί Τύποι και Ορθότητα Αλγορίθµων

Γραφηµάτων & ∆ικτύων

• Οι υλοποιήσεις µε αλγορίθµους γραφηµάτων και δικτύων δουλεύουν σωστά µε αριθµητι-

κούς τύπους οι οποίοι δεν εισάγουν αριθµητικά σφάλµατα.

• Π.χ. αριθµητική µε τύπους int µπορεί να προκαλέσει υπερχείλιση, ή περίεργα αποτε-

λέσµατα λόγω αναδίπλωσης, ενώ αριθµητική µε τύπους double µπορεί να προκαλέσει

σφάλµατα στρογγυλοποίησης.

ΤΜΗΥΠ Πανεπιστήμιο Πατρών Χρήστος Δ. Ζαρολιάγκης

34



Πώς εξασφαλίζουµε ορθότητα ;

1. Αναλύουµε τις αριθµητικές απαιτήσεις του αλγορίθµου.

Στόχος : εύρεση µιας τιµής f , για την οποία ισχύει το εξής.

Αν η µέγιστη απόλυτη τιµή εισόδου ϕράσσεται από την C , τότε όλοι οι αριθµοί που χρησι-

µοποιούνται από τον αλγόριθµο ϕράσσονται από την ποσότητα f ·C . Στην περίπτωση αυτή

λέµε ότι ο αλγόριθµος ϕράσσεται από την f .

Π.χ. για αλγόριθµους συντοµότερων διαδροµών f = n, ενώ για αλγόριθµους ϱοών

f = out-degree(s).
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Πώς εξασφαλίζουµε ορθότητα ; (συνέχεια)

2. [τύπος int] Ελέγχουµε αν όλες οι τιµές w της εισόδου ικανοποιούν f · w ≤ MAXINT.

2. [τύπος double] Μετασχηµατίζουµε τις αριθµητικές τιµές εισόδου

w −→ sign(w) · b|w| · Sc/S

όπου S = 2s είναι η παράµετρος κλιµάκωσης. Εποµένως δεν ϑα υπάρχουν σφάλµατα

στρογγυλοποίησης όταν τα ενδιάµεσα αποτελέσµατα είναι της µορφής z · 2−s, όπου z

είναι ακέραιος.

Πως επιλέγεται η τιµή του s ;
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• ΄Εστω C η µεγαλύτερη απόλυτη τιµή εισόδου.

Το ϐήµα 1 πρέπει να ισχύει και για τις µετασχηµατισµένες ακέραιες τιµές sign(w) · b|w| ·
Sc. Εποµένως για αλγόριθµο που ϕράσσεται από το f πρέπει να έχουµε

f · bC · Sc < 253

αφού η αριθµητική κινητής υποδιαστολής για τύπο double µπορεί να αναπαραστήσει

όλους τους ακεραίους στο διάστηµα [−(253 − 1)..253 − 1].

• Η παραπάνω ανισότητα ικανοποιείται αν

f · C · S < 253 ⇐⇒ s < 53− log(f · C)
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Ποια είναι η σχέση µεταξύ του αποτελέσµατος µε µετασχηµατισµένες τιµές και εκείνου µε τις
αυθεντικές τιµές ;

• ∆εν υπάρχει γενικός κανόνας. Συνήθως το αποτέλεσµα µε µετασχηµατισµένες τιµές είναι

µια καλή προσέγγιση του πραγµατικού αποτελέσµατος.

• ΄Εστω ότι το αποτέλεσµα είναι το άθροισµα L τιµών. Η πραγµατική τιµή w µε την µετασχη-

µατισµένη w′ διαφέρουν κατά

w − w′ = w − bw · Sc/S = (w · S − bw · Sc)/S ≤ 1/S

Εποµένως, το άθροισµα L µετασχηµατισµένων τιµών διαφέρει από το άθροισµα L πραγ-

µατικών τιµών το πολύ κατά L/S.

Αν επιλέξουµε το S να είναι η µέγιστη δύναµη του 2 για την οποία S < 253/(f ·C), τότε

S ≥ 252/(f · C) και κατά συνέπεια

L

S
≤
L · f · C

252
που είναι το µέγιστο απόλυτο λάθος.
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